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εm = A− δm = A
[
1− αn|i an−m|i
]
quota capitale e quota interessi
δm = δm−1 − cm
hm+1 = i δm
cm+1 + hm+1 = cm + hm
(1)
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εm = A− δm = A
[
1− αn|i an−m|i
]
quota capitale e quota interessi
δm = δm−1 − cm
hm+1 = i δm
cm+1 + hm+1 = cm + hm
(1)
da cui si trova cm+1 = (1 + i) cm,
quindi per ogni 1 ≤ k ≤ n si ha:
ck = (1 + i)
k−1 c1.
3/21 Pi?
22333ML232
formula per la generica quota capitale:
ck = A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
le quote capitale sono in progressione geometrica
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formula per la generica quota capitale:
ck = A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
le quote capitale sono in progressione geometrica
formula per la quota interessi:
hk = A
[
αn|i − (1 + i)k−1
(
αn|i − i
)]
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In ogni ammortamento, deve sussistere la condizione di chiusura
c1 + · · ·+ cn = A
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In ogni ammortamento, deve sussistere la condizione di chiusura
c1 + · · ·+ cn = A
Si ha
A =
n∑
k=1
A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
quindi si deve verificare l’identita`
1 =
n∑
k=1
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
per esercizio
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Esempio Rimborsare d10 000 in cinque anni, i = 0, 05
α5|0,05 = 0, 230974798
dovendo moltiplicare α5|0,05 per 10 000 occorre una quantita` op-
portuna di decimali per eliminare incertezza nell’arrotondamento al
centesimo di euro.
α = 10 000× 0, 230974798 = 2 309, 74798 = d 2 309, 75
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quote capitale
c1 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)1−1 = d1 809, 75;
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quote capitale
c1 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)1−1 = d1 809, 75;
c2 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)2−1 = d1 900, 24;
c3 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)3−1 = d1 995, 25;
c4 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)4−1 = d2 095, 01;
c5 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)5−1 = d2 199, 76.
E` interessante verificare il fatto che sommando le quote capitale non
ritroviamo esattamente, la somma prestata: c1 + c2 + c3 + c4 + c5 =
10 000, 01 a causa degli arrotondamenti
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Piano di ammortamento
m α cm hm δm εm
0 10 000, 00 0, 00
1 2 309, 75 1 809, 75 500, 00 8 190, 25 1 809, 75
2 2 309, 75 1 900, 24 409, 51 6 290, 02 3 709, 98
3 2 309, 75 1 995, 25 314, 50 4 294, 77 5 705, 23
4 2 309, 75 2 095, 01 214, 74 2 199, 76 7 800, 24
5 2 309, 75 2 199, 76 109, 99 0, 00 10 000, 00
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Se si vuole rimborsare lo stesso debito con dieci rate semestrali equi-
valenti, occorre il tasso semestrale i2:
8/21 Pi?
22333ML232
Se si vuole rimborsare lo stesso debito con dieci rate semestrali equi-
valenti, occorre il tasso semestrale i2:
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 05.
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Se si vuole rimborsare lo stesso debito con dieci rate semestrali equi-
valenti, occorre il tasso semestrale i2:
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 05.
L’ammortamento e` individuato da n = 10 e da i2 = 0, 0246951.
9/21 Pi?
22333ML232
m α cm hm δm εm
0 10 000, 00 0, 00
1 1 140, 79 893, 84 246, 95 9 106, 16 893, 84
2 1 140, 79 915, 91 224, 88 8 190, 25 1 809, 75
3 1 140, 79 938, 53 202, 26 7 251, 72 2 748, 28
4 1 140, 79 961, 71 179, 08 6 290, 02 3 709, 98
5 1 140, 79 985, 46 155, 33 5 304, 56 4 695, 44
6 1 140, 79 1 009, 79 131, 00 4 294, 77 5 705, 23
7 1 140, 79 1 034, 73 106, 06 3 260, 04 6 739, 96
8 1 140, 79 1 060, 28 80, 51 2 199, 76 7 800, 24
9 1 140, 79 1 086, 46 54, 32 1 113, 30 8 886, 70
10 1 140, 79 1 113, 30 27, 49 0, 00 10 000, 00
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la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
10/21 Pi?
22333ML232
la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58
10/21 Pi?
22333ML232
la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58 < 2 309, 75
10/21 Pi?
22333ML232
la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58 < 2 309, 75
Cio` e` conseguenza del fatto che la frequenza dei pagamenti semestrale
diminuisce piu` rapidamente le quote capitali e di conseguenza la quota
pagata per interessi diviene minore.
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la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58 < 2 309, 75
Cio` e` conseguenza del fatto che la frequenza dei pagamenti semestrale
diminuisce piu` rapidamente le quote capitali e di conseguenza la quo-
ta pagata per interessi diviene minore. Ad esempio la rata mensile
equivalente e`:
10 000× α60|0,004074 = 188, 20
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la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58 < 2 309, 75
Cio` e` conseguenza del fatto che la frequenza dei pagamenti semestrale
diminuisce piu` rapidamente le quote capitali e di conseguenza la quo-
ta pagata per interessi diviene minore. Ad esempio la rata mensile
equivalente e`:
10 000× α60|0,004074 = 188, 20
mentre:
188, 20× 12 = 2 258, 40
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Cambiamento nelle condizioni di rimborso
La conoscenza del debito residuo consente di gestire variazioni sul
rimborso di un prestito.
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k = 0, 06.
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Cambiamento nelle condizioni di rimborso
La conoscenza del debito residuo consente di gestire variazioni sul
rimborso di un prestito. Consideriamo il rimborso quinquennale di
d10 000, i = 0, 05. α = 10 000 × 0, 230974798 Supponiamo che, dopo
il terzo pagamento. il tasso passi a k = 0, 06. Il quarto e il quinto
pagamento risulteranno modificati. δ3 = 4 294, 77 va ora pensato come
somma prestata che va rimborsata con due rate costanti al nuovo tasso
k = 0, 06.
α2|0,06 = 0, 545436893
11/21 Pi?
22333ML232
Cambiamento nelle condizioni di rimborso
La conoscenza del debito residuo consente di gestire variazioni sul
rimborso di un prestito. Consideriamo il rimborso quinquennale di
d10 000, i = 0, 05. α = 10 000 × 0, 230974798 Supponiamo che, dopo
il terzo pagamento. il tasso passi a k = 0, 06. Il quarto e il quinto
pagamento risulteranno modificati. δ3 = 4 294, 77 va ora pensato come
somma prestata che va rimborsata con due rate costanti al nuovo tasso
k = 0, 06.
α2|0,06 = 0, 545436893
nuova rata:
β = d2 342, 53
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Esercizio. Sempronio Mevio riceve un finanziamento di quindici an-
ni di ¤38 500 che rimborsa con rate annuali al tui i = 0, 0529. Do-
po quattro anni il contratto prevede per Sempronio Mevio il passag-
gio a rate mensili con tasso equivalente. Quale e` la nuova rata di
ammortamento?
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Esercizio. Sempronio Mevio riceve un finanziamento di quindici an-
ni di ¤38 500 che rimborsa con rate annuali al tui i = 0, 0529. Do-
po quattro anni il contratto prevede per Sempronio Mevio il passag-
gio a rate mensili con tasso equivalente. Quale e` la nuova rata di
ammortamento?
Ci occorre il debito residuo δ4.
δ4 = 38 500α15|0,0529 a11|0,0529
= 38 500× 0, 09824× 8, 18134 = d30 943, 79.
Il tasso mensile equivalente e` i12 = 0, 00430493 , quindi la rata mensile,
a partire dal primo mese dopo il quarto anno, calcolata per 11× 12 =
132 pagamenti e` δ4 α132|0,00430493 = 30 943, 79×0, 00994685 = ¤307, 79
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Rate costanti e tassi variabili
Figura 1: Credito emiliano autunno 2006
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Si fa il ragionamento
A = α an|i =⇒
n = −
ln
(
1− i A
α
)
ln (1 + i)
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Si fa il ragionamento
A = α an|i =⇒
n = −
ln
(
1− i A
α
)
ln (1 + i)
i = 4, 14% comporta che i12 = 12
√
1, 0414 − 1 = 0, 00338622 poi da
A = 120 000, n = 240 si trova
α = 120 000× 0, 00609329670 = 731, 195
osserviamo che nel volantino la rata e` 728, 50 che corrisponde ad un
tasso effettivo del 4, 09586%
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Ammettiamo che dopo 6 mesi il tasso passi a h = 0, 0439
calcoliamo δ6
δ6 = αa240−6|i12 = 731, 195× 161, 4265256 = 118 034, 2684
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Ammettiamo che dopo 6 mesi il tasso passi a h = 0, 0439
calcoliamo δ6
δ6 = αa240−6|i12 = 731, 195× 161, 4265256 = 118 034, 2684
Applichiamo la formula:
n = −
ln
(
1− h12 δ6
α
)
ln (1 + h12)
in cui h12 =
12
√
1 + h− 1 = 0, 0035867252
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Ammettiamo che dopo 6 mesi il tasso passi a h = 0, 0439
calcoliamo δ6
δ6 = αa240−6|i12 = 731, 195× 161, 4265256 = 118 034, 2684
Applichiamo la formula:
n = −
ln
(
1− h12 δ6
α
)
ln (1 + h12)
in cui h12 =
12
√
1 + h− 1 = 0, 0035867252
n = − −0, 8651048382960612
0.0035803082405058634
= 241, 62859178120095
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quindi i pagamenti complessivi sono 6+242 Se, viceversa, si desidera
aumentare la rata senza cambiare il numero di rate a rimborso si trova
β = δ6α240−6|h12 = 161, 4265256× 0, 0063220558 = 746, 219
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Rifinanziamenti Al tempo t = 0 viene prestata la somma A, per
la quale e` previsto un rimborso, al tasso i, con n rate di importo
α = Aαn|i Il contratto di ammortamento prevede di spese di importo
p > 0 in caso di anticipata estinzione.
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Al debitore converra` pagare la penale, se puo` ottenere un nuovo finan-
ziamento, detto rifinanziamento, ad un tasso minore, in modo che le
rate a rimborso della somma rifinanziata, pari al debito residuo piu` le
spese, calcolate in modo che il numero complessivo di rate non cambi,
siano inferiori alle rate iniziali.
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Esercizio Un prestito di ¤20 000 e` rimborsato in sette anni con rate
semestrali costanti al tasso i2 = 0, 025.
Dopo tre anni il debitore viene a conoscenza del fatto che un secondo
istituto di credito concede finanziamenti a rate semestrali posticipate
al tasso k2 = 0, 022.
La spese impostea dal primo istituto di credito in caso di estinzione
anticipata sono 1/100 del debito residuo. Motivare cosa conviene fa-
re al debitore calcolando la rata pagata nei primi tre anni e la rata
(eventuale) relativa ai secondi quattro anni.
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Cominciamo calcolando la rata α′ del finanziamento a tasso i2. Si ha:
α′ = 20 000α14|i2 = 20 000 0, 0855365 = 1 710, 73.
20/21 Pi?
22333ML232
Cominciamo calcolando la rata α′ del finanziamento a tasso i2. Si ha:
α′ = 20 000α14|i2 = 20 000 0, 0855365 = 1 710, 73.
Il debito residuo dopo tre anni (sei semestri) e`:
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= 20 000× 0, 0855365× 7, 17014 = ¤12 266, 10
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Cominciamo calcolando la rata α′ del finanziamento a tasso i2. Si ha:
α′ = 20 000α14|i2 = 20 000 0, 0855365 = 1 710, 73.
Il debito residuo dopo tre anni (sei semestri) e`:
δ6 = 20 000α14|i2 a14−6|i2
= 20 000× 0, 0855365× 7, 17014 = ¤12 266, 10
Se si vuole ottenere la riduzione del tasso da i2 a k2 si devono pagare
otto nuove rate a partire dal debito residuo δ6 aumentato di
1
100 ; si ha:
δ′6 =
101
100
δ6 = ¤12 388, 76
allora
21/21 Pi?
22333ML232
α′′ = δ′6α8|k2 = 12 388, 76× 0, 137689 = ¤1 705, 80
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α′′ = δ′6α8|k2 = 12 388, 76× 0, 137689 = ¤1 705, 80
Osservato che α′′ < α′, se ne conclude che ha senso pagare la penale,
perche` le nuove rate restano comunque inferiori a quelle che si paghe-
rebbero proseguendo nei pagamenti concordati con il primo istituto
di credito.
